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Oppgave 1.

(10 poeng) a) Utled Navier’s elastisitetslikning fra Cauchy’s likevektslikning og Hooke’s
lov.

(10 poeng) b) Anta Hooke’s lov og beregn normal og skjeerspenning med hensyn pa
planet z = 0.

(10 poeng) ¢) Anta Hooke’s lov og regn ut spenning for en stiv bevegelse i 2D. Stiv
bevegelse i 2D er som fglger:

(1) (3)
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Figure 1: Strgmning mellom to sylindere hvor den ene beveger seg.

Oppgave 2.

I denne oppgaven skal vi se pa strgmningen mellom to sylindere (med radius
a og b), hvorav den indre beveger seg med (stasjoneer) hastighet U, som vist
i Figur 1. Veesken er inkompressibel og Newtonsk.

(10 poeng) a) Bruk kontinuitetslikningen og #-komponenten til Navier-Stokes liknin-
ger til a argumentere for at strgmningen i dette tilfelle vil veere pa
formen:

u = u,(r)e,, gitt at stromningen er stasjoneer, z-uavhengig, og rotasjo-
nelt symmetrisk (f-uavhengig).

(10 poeng) b) Utled analytisk lgsning for hastighet under forutsetning av at trykket
er 0.

(10 poeng) ¢) Anta na at strgmningen utsettes for et trykkfall slik at Vp = fe,, hvor
[ er konstant, og regn ut analytisk lgsning.

(10 poeng) d) Regn ut normal- og skjser-spenningen pa veggene.

Oppgave 3.

En masse M er plassert pa en stav, som vist i figur 2. Vi ser bort fra vekten
til staven. (HINT: Det kan lgnne seg a regne i kartesiske koordinater sa lenge
som mulig.)

(Fortsettes side 3.)
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(10 poeng) a)

(20 poeng) b)

Staven har et rundt tversnitt med radius R, en lengde L og er laget av
gull. Nar staven belastes, sa vil en kraft M g virke pa staven i z-retning,
se figur 2. Vi antar at stress tensoren er gitt ved

Ozz = Oyy = Ogy = Oyz = Ozg = 0, 0., = 0o, (1)
hvor Y
g
on = ——7 2
0 wR? @)

og g er tyngdens akselerasjonen (g = 9.81m/s?). Beregn forskyvings-
veltet u = (u,v,w) for en stav med Youngs modul F og Poisson ratio
v. Hva er lengde L’ og radius R’ til staven etter belastning? Anta at
maksimal spenning (yield stress) som gull taler er 100 MPa. Hva er
maksimal vekt M.« som en stav med radius R = 3.5mm kan beere?

I praksis viser seg det at staven knekker ved belastninger som er mye
mindre enn M,,... Arsaken er at staven bgyes som vist i figur 3. Vi
gnsker a se naermere pa problemet og finne en passende radius R til en
stav som taler en gitt vekt M. Staven har lengde L. Vi gar frem pa
folgende mate:

e Anta at y-komponenten til momentet M, i staven er gitt ved:
M,(z) = u(z)Mg og finn differensiallikningen for den horizontale
forskyvingskomponenten u(z).

e Anta null forskyvning (eller fritt opplagret) i z =0 og z = L og
videre at u(z) = sin(wz). Finn mulige verdiene til w som oppfyller
randbetingelsen. Finn den minste verdien til M som oppfyller
differensiallikningen (og randbetingelser).

e Beregn flatetreghetsmomentet I for en rund stav med radius R,
som er gitt 1 vart tilfelle er gitt ved:

I= /wQ dxdy, (3)
Ag

hvor integralet tas over tversnittet.

e Finn uttrykket for radius R.

(Fortsettes side 4.)
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Figure 2: Stav under last.

e Anta at vi har en vekt M = 150 kg. Finn tykkelsen til staven som
trengs for a beere massen. Staven er laget av gull med £ = 79
GPa og har lengden L =1 m.

(Fortsettes side 5.)
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Figure 3: Knekking av stav under last.

(Fortsettes side 6.)
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Formler

Vi bruker boldface notasjon for vektorer.

1. Youngs modul F og Poisson ratio v :
Lamé parameterne A og p er relatert til F og v pa folgende mate:

EIM(S)\—FZM) L A
A+ 2(A+ )

(4)

2. Hooke’s lov for et isotropt materiale
3
Uij = )\ Z Ekéij + 2#6@'
k=1

3. invers Hooke’s lov:
1 3
&ij = (01 = v(>_ owdi; — 0ij))
k=1

4. Newtonsk vaeske:
oij = —pdi; + 205y,

hvor S er tgyningsrate tensoren.

5. Coulomb-Saint-Venant’s lov:

M, = pJt

6. Radiell deformasjon av sylinder:

(A + 2u)d% (%%) = —fr,

hvor u, er radiell forskyvning og f, radiell kraft.

(Fortsettes side 7.)
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7. Euler-Bernoulli’s lov:
M, = FlIk
hvor k ofte approksimeres som 1/R eller 0%y/0z>
8. Navier-Stokes likninger (og kontinuitetslikningen) for en inkompressi-

belt Newtonsk vaeske

oL 0 V) = —Vp gV of

ot
Vv = 0

9. Navier-Stokes ligninger i sylinder-koordinater:
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10. Kontinuitetslikning i sylinder-koordinater:
10(ru, 10u ou,
(ru,) | 10w

- - -0
roor r 00 0z
11. Cauchy’s likevektslikningen:
0
J
12. Tgying in sylinder-oordinater:
(5 T S AR
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