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1 Oppgave 1
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a) V-V x u = 0 bgr veere kjent, men utregninger skal inkluderes. Man kan
benytte seg av Levi-Civita tensoren, men det er litt kronglete. Uansett, vi har
8U3 8u2 87.L3 8u1 8u2 8u1

VXU =~ s’ 0z, | 95y’ 0n1 D)

som altsa er en vektor. Deretter, uttrykket V-V x u er en skalar som involverer
sum av deriverte (divergensen) av uttrykket over. For & komme frem til at
V -V x u =0 ma man benytte seg av at #;xj = %;xi under summeringen.
b) Det letteste her er a regne ut (u- V) forst. Altsa:

A
(u-V) = (ud; - ljach) = (Uzaxi)-

Uttrykket er altsa en skalar operator. Dermed,

6uk
u-Viju=u—1i
( ) ! axi k
som igjen er en vektor.

VU= V20 m— 12 i = (1) =iy = Dlue g
¢) V-Vu=Viu== 1i g lﬂax,-uklk*(ll lﬂ)axiaxjuklk’*axiaxilk

2 Oppgave 2

a) Se Gjevik kap.4.4. Bevegelsesligning - Newtons 2.lov. Ma vise at spen-
ningskrefter kommer av delvis integrasjon med opphav i spenningskrefter per
overflate.

b) Bevegelsesligning

1
a=-V-P+f (1)
p
Kontinuitetsligning - konservering av masse
dp
iv. =0 2
5 TV v (2)



Der a er akselerasjonsvektor, p er tetthet, P er spenningstensor, f er vektor av
ytre volumkrefter og v er hastighetsvektor.
dv  0Ov
a=—=— v-V)v 3
prialr i AR (3)
Sentralt her er at v er pa formen v(z,t) og at derivering via kjerneregel gir

nettopp formen (?7?).
P = —pl + u(Vv + (Vv)") (4)

Dersom vi setter (3) og (4) inn i (1) far vi direkte forste del av Navier-Stokes
likninger,
ov T 1
— -V)v="-Vv—--Vp+f 5
5 +(v-V)v Vv P+ (5)

dersom man observerer at
8 6’Uj
ij ox;
- 6 6’0]'
ol ot
0

= 5. 0=0

V- (vv)T

Videre forenkles (2) til V - v = 0 dersom p er konstant.

3 Oppgave 3

Strgmningen beskrives av Navier-Stokes ligninger, der v = (vg, vy, vs).

ov Iy 1

aﬁ‘(V'V)V— pV v pr+f (6)
dp
a"ﬁ‘V'pV—O (7)

Siden strgmningen er stasjonzer, sa forsvinner %‘t’ og %. Siden tettheten er

konstant forenkles (7) til

V-v=0 (8)
Det er ingen bevegelse i z-retning (v, = 0), sa vi far
Ov,  Ouy
T4 2 9
Or + oy 9)

Siden strgmningen er rettlinjet, har vi ogsa at v, = 0, og dermed at %L; = 0.
Fra dette fplger at v, er kun en funksjon av y, dvs. v, (y).
Har funnet at v = (v,(y),0,0). Navier-Stokes ligning i x-retning blir

10p

V-VU;E:VVQUw—;a—Ffw (10)



Gradienten Vv, = (0, 224 0), derfor (v,,0,0)- (0, 22 0) = 0. Det er ingen

ytre volumkrefter (f = 0) og fra oppgaven vet vi at trykkgradienten % = 6.
Og vi sitter igjen med

2
0=, 2=l B (11)
y? P
Integrerer to ganger og far hastighet pa formen
v.(y) = Ay? + By + C (12)

Grensebetingelsene fglger av at det er no-slip langs platene.
b) Grensebetingelser v, (0) = v, (h) = a. Fra (12) far viat A = % og setter inn
grensebetingelser

v:(0) =C =a, wv,(h)=Ah*+Bh+C =« (13)
Og vi far at B = —%h.
¢) Srtgmningsprofilen er

) = (07 ~ )+ (14
Finner volumstrgmmen

h h 3 2 3
B o By’ hy h Bh
— | vy = | (Z P —hy)ta)dy = (= (LY ]:h——
Q= [ oty = [ (G- ra)y = (o~ von) || = an—To
(15)

For at volumstgmmen er lik 0, bgr a = %i

c¢) Dette spgrsmalet kan tolkes pa flere mater og svaret avhenger av hva man
tenker pa som retningen til skjeerspenningen. Fra et fysisk stasted er skjeerspen-
ning et uttrykk for friksjon. Det vil alltid veere friksjon dersom fluid hastighet
er ulik hastigheten pa planene.

Dersom man derimot definerer skjserspenningensretningen til & veere normal
pa normal vektor slik at n = (ng,n,) mens skjeerspenningen er relatert til
tangent, feks, t = (—n,,n,) sa vil retning pa gvre plate veere motsatt rettet fra
nedre plate. Isafall far vi

0v,,(0) n Ov,(h)
dy dy

Som tilsvarer den allerede funnet strgmningsprofilen. De aller fleste tolker opp-
gaven pa denne maten. Vi gir full pott i begge tilfeller.

—B+24Ah+B=0 (16)

4 Oppgave 4

a) Normalvektorer er ny = j for flaten y = 1 og ny = i for flaten =z = 1.
Spenningen pa flaten finnes som P, = P -n. Og for y =1,
b, I A 7] I S N 7] . .
P, =P nl—{y x][ﬂ}_[u’c]_ yi + Tj (17)



Tilsvarende, for z =1,

P, = 2i—yj (18)
Normalspenning er gitt som Py, = P, - n.
For y =1,
Pnlnl = (—y,lE) ' (07 1) =T (19)
For x =1,
Poon, = (2, —y)- (1,0) == (20)
Tangensialspenningen er gitt ved Pny = P — Ppnn.
Fory =1,
Pnltl = —yi+xj—xj=—yi (21)
For z =1,
Pnztz =zi— yj —xi= _yj (22)

Stgrrelsen til Py finnes evt finnes fra |Pyt| = [n X Py|. For y =1,

= |yk| = |y| (23)

o o R/

For x =1,

i k
‘Pn2t2| =1 0 0] = | - yk| = |y| (24)
0

b) Kraften som virker pa hver sideflate finnes som F; = fr. P, ds. Den totale
kraften som virker pa objektet er F =}~ . F; = 0. Den enkleste maten a finne
ut av dette pa er a regne ut V - P, altsa

ER [_xy xy} =[0 o

c¢) Prinsipialspenningsretning bestemmes ved at Pt = 0 Vi kan finne hoved-
spenningene uavhengig av flater. Har at P - n = An, der A er hovedspenninger.
Da (P —AI) -n=0.

det|P — \I| = 0 (25)
(=N —y*=0 (26)
A=xty (27)

Og for (3,3) vifar Ay = 1, ny = (—1,1), og A2 = 0, nz = (1,1). (Hovedret-
ninger er ikke normalisert).

d) Det er stivtlegemebevegelse (forskyvning uten tgyning). Translasjon er i
dette tilfelle u = (1,0,0) og enhver derivert blir null. Fglgelig gir forflytning
ikke noe gradient, tgyning eller spenning. De aller fleste mener at u = («,0,0)
og gjor riktige regninger etter det. Litt usikker pa om det skal gi poeng i det

hele tatt.



